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Rozwi¡zanie ka»dego zadania prosimy umie±ci¢ w jednym pliku, najlepiej pdf lub ka»de zadanie na

oddzielnej kartce.

Nale»y szczegóªowo uzasadnia¢ rozwi¡zania powoªuj¡c si¦ na odpowiednie twierdzenia, lematy, ...

Mo»na korzysta¢ z ksi¡»ek, notatek, itp...

Zadania nale»y rozwi¡zywa¢ samodzielnie. Nie wolno korzysta¢ z pomocy innych osób.

Zadanie 1 (10 pkt.). Dla a ∈ R Okre±lmy form¦ ω ∈ Ω1(R3) wzorem

ω = (x2 + y) dx+ (x− 2z3) dy + a(z + yz2) dz

(a) Znale¹¢ takie a, »e dω = 0.

(b) Niech K =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x = 21, y2 + z2 ¬ 1
}
b¦dzie zorientowana tak, »e wektor

~n = [−1, 0, 0] jest wektorem normalnym zewn¦trznym do K w punkcie (21, 0, 0).

Dla dowolnego a ∈ R obliczy¢
∫
∂K

ω.

Zadanie 2 (10 pkt.). Obliczy¢
∫
M

x dσ2(x, y, z) gdzie

M =
{

(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 4, y2 + (z − 1)2 < 1, x > 0
}
.

Zadanie 3 (10 pkt.). Nich funkcja f : R→ R b¦dzie caªkowalna. Zde�niujmy funkcj¦ F wzo-
rem

F (x) =
∫
R

f(t) cos
(
t2x
)

dt

Wyka», »e

(a) F jest dobrze okre±lona jako funkcja z R w R (czyli, »e dla ka»dego x ∈ R funkcja F
przyjmuje sko«czon¡ warto±¢);

(b) F jest ci¡gªa i ograniczona;

(c) je»eli f ma no±nik zwarty, to F jest ró»niczkowalna na R.

Zadanie 4 (10 pkt.). Ósemk¡ nazywamy podzbiór R2 zªo»ony z dwóch okr¦gów o dowolnych
promieniach, przeciwnej orientacji i maj¡cych dokªadnie jeden punkt wspólny (por. rysunek
poni»ej). Forma ω ∈ Ω1(R2) jest taka, »e dla dowolnej ósemki A ⊂ R2 zachodzi∫

A

ω = 0.

(a) Wyka», »e ω jest dokªadna.



(b) Czy odpowied¹ ulegnie zmianie je±li zamienimy R2 na R2 \
{

(0, 0)
}
? Odpowied¹ oczywi±cie

nale»y precyzyjnie uzasadni¢.

Przykªady ósemek. Strzaªki oznaczaj¡ orientacj¦.


